CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
"ADOLF HAIMOVICI"
ETAPA NATIONALA - 18 aprilie 2011

Filiera tehnologica : profil tehnic

BAREM DE CORECTARE CLASA AIX A

1. Se considerd ecuatiile x*+2bx+2c=0 si x*+2cx+2b=0, unde b si ¢ sunt numere reale
pozitive.
a) Dacd numerele b si c sunt distincte demonstrati ca ecuatiile au o radacina reala comuna.

vvvvv

sa se afle b si c.

Solutie:

a) Daca t este radicind reald comund atunci 7> +2bt+2c=0:t"+2ct+2b=0.coceu........ 1p
Obtine #(2b—2c¢)=2b—2c¢ =t =1 radacina reald cOmMUNA ..........cccceviieiirnienie et 1p
b) Notand cu x,,x, respectiv x,,x, radacinile celor doud ecuatii putem scrie x, - x, = 2¢;x; - x, =2b

SL X Xy X X, 1O D-C=4 (1) oo 2p
Din conditia ca ecuatiile sd aiba radacini reale (A, 2 0;A, =0 ) rezulta b*22¢;¢*22b (2) ... 1p
Din relatiile (1) si (2) deducem b >2;¢c >2 ,care impreuna cu relatia (1) conducelab=c=2 ..... 1p
Se verificd existenta raddcinilor cu produsul 16 pentru valorile gésite 1p

2. Se considerd functia f:R = R, f(x)=2x"+a-x—1,ae R
a) Gasitia € R daca functia f este functie para.

b) Pentru a = 0 verificati ca punctele M (L 3J,N [ ! —éj sunt situate pe graficul

W2 4 22 4

functiei $i demonstrati cd aria suprafetei delimitata de graficul functiei f §i axa (Ox ) este mai

.. 5
mare decat ——

42
c) Pentru a = 0 demonstrati cad (f o f)(cos(u)) :cos(4u),(f o f o f)(cos(u))=cos(8u), pentru

orice numar real u.

Solutie:
a) Din conditia f(—x) = f(x) pentru orice x-real deducem a=0 .......c..ccccecervreninicninienniecniennene 1p

b) Notand cu A(L,OJ,B(—%,OJ punctele de intersectie cu axa (Ox) ale graficului functiei si
2

NG

cu M [L —EJ,N [—%,—%j punctele simetrice fatd de axa (QOy) situate pe graficul functiei

227 4

atunci aria cerutd este mai mare decat suma dintre aria trapezului isoscel ABNM si aria triunghiului

VMN, unde V(0,-1) este varful parabolei ............ccoooieiieiiiiiie et 1p
. 9 1
Obtine A S Ay T T erereeeieereee e e et e e e e e —e ettt e et e e tbe e e bae e bee e tteetreeabaeerraearrreens 1p
'ABNM 8 /2 VMN 8 \/5

1 5

9
+ T et 1p
82 8V2 42

Finalizare : Aria cerutd este mai mare decit suma
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C) Obtine f(COSuU) =2C08™ U —1 = COS(2U) cvrvrrrrrrerrrrereeereeeeeeereseseseeeeesesessesaeasseseseeeeesenssassesesesesnas 1p
(fof)cosu)= f(cos2u)= 2C08” 2U =1 = COS(AU)  cveereeeeeeeeeeeeee ettt 1p
(fofof)cosu)=(fof)cos2u)= 2087 4U =1 = COS(BU) cvveueeeeeeeeeeeeeeeeee et 1p

- >

3. Se consider vectorii u,v si numarul real € [0,1]

a) Demonstrati ca |t -u+(1—¢)-vI+lt-v+(1—1)-ul<lul+1v| pentru orice ¢t < [0,1].
b) In triunghiul ABC  consideram punctele M,N € [BC]astfel incit BM = CN. Notim
E:ﬂ:l. Demonstrati ca AM :LE +LR;M :LR +LE si ,apoi
BM CN k k+1 k+1 k+1 k+1

utilizand inegalitatea de la punctul (@) demonstratica AM + AN < AB+ AC
Solutie:

a) Utilizdm inegalitatea triunghiulara | x+ y I<I x|+ y|. Astfel |- u+(1—¢t)-vIStlul+1-1)Iv]

S R e Gy o R 7 S I T e N 7 USRS 2p
Adunand inegalitatile anterioare obtinem | t~;+ A-0)-vi+lt- ;+ 1-1)- ;t) I<lul+1 ; [oveeeeeieeeeens 1p
b) Avem AM = —— AB +—— ACAN = —— AC+——AB . oo 2p
k+1 k+1 k+1 k+1
Utilizand inegalitatea de la punctul (a) obtinem :
AM + AN =1 —— 2B+ AC 141 AC+ X ABISAB4AC oo 2p
k+1 k+1 k+1 k+1

4. O firma ,afectatd de crizd ,urmeaza a renunta la unul din cele trei schimburi (S,,S,,S,) in care
se desfasoara activitatea pentru a se Incadra n bugetul fixat B. In urma analizarii costurilor de
productie compartimentul organizare afirma ca bugetul B ajunge pentru functionarea §,,S, timp
de 12 luni sau pentru functionarea S,,S, timp de 9 luni sau pentru functionarea §,,S, timp de 4
luni. Justificati cd analiza facuta este gresita .

Solutie:
Notam cu c,,c,,c; cheltuielile lunare ale fiecaruia dintre schimburile S,,S,, S,

Conform enuntului putem scrie :
12(¢,+¢c,) =B

9(c,+c;) =B
A (40, ) T B s 3p
A .. . . 2B
Adunind relatiile anterioare obtinem:c, +c¢, +¢; = TG T 2p
. . . : B < : <
Din relatiile anterioare obtinem ¢, = 36 astfel ca analiza este eronata ...........c.ccoeceeeeveeveeneennne. 2p
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BAREM DE CORECTARE CLASA AXA
1. Raluca a cumparat pentru colectia sa 4 noi timbre, cite unul din Anglia, Franta, Italia si Grecia.
Fara cel din Anglia ea ar fi platit 4 lei,fara cel din Franta ea ar fi plétit 4,5 lei, fara cel din Italia
ea ar fi platit 4,4 lei ,iar pretul timbrelor fara cel din Grecia este de 2,7 lei. Cat a costat fiecare
dintre cele 4 timbre?

Solutie :

Notdm cu a,b,c respectiv d pretul timbrului din Anglia,Franta ,Italia respectiv Grecia .............. Ip
Atunci putem scrie :

b+c+d=4

a+c+d=4,5

..................................................................... 2p

a+b+d=4,4

a+b+c=2,7
Adunand 3(a+b+c+d)=15,6 de unde a+b+c+d=5,2 ..ot 2p

Folosind aceasta relatie si ecuatiile sistemului obtinem:

a=1,2 lei (Anglia)

b=0,7 lei (Franta)

¢=0,8 lei (Italia )

d=2,51e1 (Grecia) e 2p

2. a)Demonstrati ci 4x—x”><4,Vxe R.
(2011* +1)°
2011*
¢) Determinati numerele reale x si y, astfel incat y> —4y+8=4log, (x2 + 1)— log’ (x2 + 1)

b) Demonstrati ca ecuatia =(4x—x*) nu are solutii reale.

Solutie:
2) 4X—X" A (X=2)" 20,VEE R oo 1p
(2011 +1)° i
T A = X S ettt e st e 1p
2011
(201 1" — 1)2 <0= x=0care nu verificd ecuatia ... 1p
)y’ —4y+8=4log, (x* +1) =102} (X7 +1) S4 ooovvvvrerrrerreereeceeeeecesseseesseescsscccc e 1p
5 (3 =2)7 S0, AECH Y = 2 oo 1p
ODtinem (102, (42 +1)=2) 20 vttt 1p
GASIM X € {3143} oot 1p
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3. a) Demonstrati cd XT” > \[xy,Vx,y >0 iar (a+B)(B+y)(y+a)>8afy,Vo,B,y>0

b) Fie a, b, ¢ > 1 si x >0. Demonstrati echivalenta: a* =bc & x = lgl;ﬂ
ga
c) Dacd exista a, b ,c >1 si X, y, z >0 care verifica simultan relatiile:

X+y+z

a* =bc, b’ =ca, ¢ =ab demonstrati ca: =2 si3fxyz 2.

Solutie:

e e B N ) T A N (S 1p

2

o+B>2JaB,y+B =218, a+y>2/ay iar prin inmultire rezultd cerinta ~ ..............ccceeiinnn 1p
b) ax:bc<:>lgax:lgbc<:>x:1gl;ﬂ,‘wl,b,c>0§ia¢1 ...................................................... 1p
ga
c) x:lgb+lgc’y:1gc+lga’zzlga+lgb ................................................................................. 1p
lga lgb Igc
x+y+z= lg_a+@ + @Hg—c + 1g_c+1g_a 224242=06 ot 1p
lgb lga lgc lgb lga lgc
x+§+z>2 ................................................................................................................................ 1p
IO XYPZ Z 8, dECIRIXYT 22 it sttt e sttt et st s 1p

4. Fie expresia E(x) :1}4_)6 +a-1/4+x, ae R.
4+x 4—x

a) Determinati valorile reale ale lui x pentru care E(x) are sens.

b) Dacd a = 1, rezolvati ecuatia E(x) = 2.

c¢) Determinati valorile lui a astfel Incat ecuatia E(x) = 2 sa aiba solutii reale si apoi rezolvati
ecuatia .

Solutie:
0) T 0 X€ (CA08) oo 1p
4+x
b) Notam ettt ettt e e 1p
4+x
Ecuatia devine (t - 1)% = 0, U SOIHA t = 1 ...vvoovoiveieeeeeeeeeeeeeeee e 1p
AVEIN SOIUEIA X = 0 ettt te et e e et e st e e et e et e sbeeeaeeeneeenteebe e neeenteenees 1p
¢) Cu notatia de la punctul b) ecuatia este echivalentd cu ecuatia (t - 1)* = 1 - a, care are solutie
PEINEIU @ S 1ttt ettt ettt sat e et et et e st e it e nre e sheeeaneean e e e e en e anes 1p
: 4a—-4-8J1-a
Pentru 1 =14++/1—a,0btiNem X =————————— .. 1p
3—a+2\1-a
Si pentru t = 1—4/1—a, obtinem x = da-d+8yl-a

o e ——————————————————————————————————— 1
3—a—-2N1-a P
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BAREM DE CORECTARE CLASA A XT A

1. Fie f:R — M,(R), f(x)=x-A,unde A=

- O O
oS O =
S = O

a) Calculati f*(x); f7(x) .
b) Determinati f**''(1).

P2
2
c) Gasiti x€ R" astfel incat : (1 1 1)-f(x)- % =(2011) ,unde (2011) este matrice cu o

bz

linie si o coloana.

Solutie:

a) f2(x)=x’A% f(x) = xI, unde
0 0 1

AP =11 0 O i 3p
01 0

b) F (D)= A T = (A7) A= A 2p

P2 P2
o 1 1)f(x- % =01 (x x x) % = (2011) de unde x=2011 ................ 2p

Js /%

2
< . : : < " —4 e R
2. O navetd spatiald are traiectoria datd de legea y= f (t) = , unde t reprezinta timpul 1n
’ 4

secunde iar f (t) reprezintd ndltimea in kilometri(de la momentul t = O pana la t = 2 se

considera ca are loc desprinderea de pe rampa de lansare deci indltimea este considerata 0).
a) Sa se determine indltimea la care ajunge naveta dupa 4 secunde de la desprinderea de pe
rampa de lansare.
b) Sa se demonstreze ca traiectoria este concava
¢) Sa se determine asimptota traiectoriei.(consideriand cad timpul tinde spre infinit).
Solutie:

8) F(6)= 2V2 KM cooiioiiiiit e« 2P
: t

D) f (1) = e > 2t |

al 2Nt —4 P

f(t)= 2 JE 3 2 e 1p

(© —4)@
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Derivata a doua este negativd deci traiectoria €Ste CONCAVA .......cccverrueerrierierieenieeneenieneeereeenieenieens 1p
1
2
, 1 . .

n=0 si yzzt € aSIMPLOLA ODLICA .. .ottt ettt st e s bae e seeesaeeesan s .Ap

3. FieM multimea tuturor matricilor de ordin 3 formate doar cu numerele 1, 3, 5,...,17(fiecare
numar impar apare o singurd datd intr-o matrice din M).
a) Sa se dea un exemplu format din doua matrici diferite din M dar care au acelasi determinant.
b) Sa se verifice dacd exista o matrice A din M astfel incat det A =det [, .

c) Sa se determine numarul de matrici din M care au pe linia intii elementele 1, 3 si S(nu
neapdrat in aceasta ordine).

Solutie:
1 3 5 7 9 11
a) A=|T7 9 1151 B=[13 15 17|ttt 3p
13 15 17 1 3 5
b)det A= par, VAE M (SUmMa a 6 NUMETE TMPATE) .....eeerrvrerrrrrerreerrireenreeereesreeeseeessseeessseesseenns 1p
detly =1 o 1P
Doud matrici egale ar avea determinanti egali si deci nu existd o astfel de matrice ........c..cc..e.... 1p
c) Avem 6! - 6 matrici de acest fel e ettt et sttt e sr e st e snee e 1p
2
4. Fie f:ReR,f(x):eX—l—x—%.

a) S se demonstreze ca ca f (ln 2) > 0 ( folosind eventual aproximarea In2=0,7).
b) Sa se demonstreze ca f (x) <0,Vx<O0.

¢) Sa se demonstreze ca \/E >1,625.
Solutie:
In*2

.. 2p

b) f'(x):e”—l—x U UUUPUUUUUUUUUSRUUPRSURUPRPRPPPRRR | 1

f (x):e“ L ettt sttt esieeseeseneens 1P
Folosind semnul derivatelor deduce CoNClUZIa .............cooviieriiriiiiieeiieeriee et 1p

a) f(ln2):1—lr12—

c) f[%] = \/Z—% si din punctul (b) deducem concluzia ...............ccccoevviieiiencienieeeeeeeeeeee. 1P
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BAREM DE CORECTARE CLASA A XII A

1. Fie M multimea tuturor grupurilor cu 4 elemente.
a) Sa se dea exemplu de grup din M.
b) Sa se demonstreze cd existd un grup G C M astfel incit GNC = o .
c) Sa se demonstreze ca in M existd méicar doud grupuri neizomorfe.

Solutie:

a)De exempluG =7, .......cooiiiiiiiiiiiii e« P
b) U, = {1,—1,1’,—1’} Verificd CONAILIILE .. .o.uettiiiiiiie e 3p
¢) Grupul lui Klein §i Z, nu sunt iZOMOTTE. .........cccoiiiiiiiiiiiiiiiiiic e 1p

Observatie: Orice alte exemple corecte vor fi punctate cu punctaj maxim

2

2. Fie functia f:[0,00) — R, f (x) zln(1+x)—x+x7.
a) Sa se demonstreze ca f (x) >0,Vx e (O,oo) .
1
b) Sa se calculeze f f (x)dx.
0

¢) Sa se demonstreze ca In2 > 0,66.

Solutie:
2
a) f' (x) = ):_1 > 0,Vx >0 decif € StrCt CIESCALOATE ... .. ouueeeeieiieeeieeieiiieeeeeeeeeeeeiarereeeeeessseaaaes 2p
X

1
B) [ (1 X = 2102 =T s 2D
0

1
[ £ ()= 2ln2—% e ssssseessssseess, 1D
0

1
¢) Conform punctelor (a) si (b) avem f f (x)dx =2In2 —% >0 deci In2 > % ............................ 1p
0

3. Fie f,8:Z,,— Ly, f(x)=xx,8(x)=x+x, VXEZ,,.
a) Sd se determine doud elemente distincte a si b din ~ Z, astfel incat f(a)=f(b) si
g(a)=g(b).
b) Sa se demonstreze ca functia f nu e surjectiva iar functia g este bijectiva.

Solutie:

a) f(lAZ) = f(i) T e e 2p

g(fz) = g(i) oo 2D
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b) f(x)=2,VxEZ,;, deci FNUE SUGECHVA .....oeeeiiiiiciirciieceieeeieceeeneieceiseseicsieseneseee e e 1P
g einjectiva ........... .. 1p
Deducem ca g e sur]ectlva datorlta domemulul §1 codomemulul f1n1te §1 de acelasl cardmal sau cu
QJUEOTUL defINILIET ... onvinee ittt s .. 1p

4. Fie multimea P={f:[0,1]— [0,1]I f continua pe[0,1], £ (0)=0, f (1) =1} .
a) Sa se demonstreze ca in P avem macar 2011 functii.

1
b) Sa se determine o functie f € P cu proprietatea ca f f (x)dx :%
0

< C s . o N 1
c¢) Sa se demonstreze ca exista un numar infinit de functii din f astfel incat f f X)dx < ——

# 2011
Solutie:
a) Functiile f, (x)=x",Vn € N" apartin multimii P ..............ccicennee. 3p
1
1
) f 2 p
1 1
C) | X X = ettt ettt b et et ettt et e ae e te st et e nneente e 1
) [ n+1 P

1
Pentru orice n>2011 avem f x"dx = ceea ce incheie demonstratia .

<
n+1 2011
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